Cours de lere S Sciences Expirémentales BIOF

Chapitre 13

Droites et plans dans l'éspace

I ) Repérage dans I’Espace

1) Définition — Coordonnées

=
Définition : On appelle repére de I’Espace tout quadruplet (O; DN k) ou O est un point de ’Espace
—
et ott 7, 7 et k sont trois vecteurs non coplanaires.
—
Si les vecteurs 77, 7 et k sont deux a deux orthogonaux, le repére est dit orthogonal.

Si, de plus, les vecteurs sont unitaires (|7 = || 7| =

‘?H = 1), on dit que le repére est orthonormal.

Exemples :

— =
1. Dans le cube ABCDEFGH d’aréte 1(voir figure 3), le quadruplet (D; DA DC; DH) forme un

repére orthonormé.

H G

A B

Fic. 3 — Un cube

—_— - —
2. Dans un tétraédre ABCD (voir figured), le quadruplet (A; AB; AC AD) est un repére (quel-
conque). D

B
F1G. 4 — Un tétraedre
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Théoréme : (admis)

Soit (O; D ?) un repére de I’Espace.

1. Soit M un point de I’Espace.
11 existe un unique triplet (x; y; z) tel que OM =2z +y 7 + z k (voir figure 5).
Ce triplet est appelé coordonnées de M. On note M (z; y; 2).

2. Soit @ un vecteur de ’Espace.

Il existe un unique triplet (a; b; c) tel que w =a7 +b

+c
a

Ce triplet est appelé coordonnées de w . On note b |.
c

Vs
I
e
/

e e e e e o ——— —

y
___________ !
X M
Fi1G. 5 — Coordonnées dans un repére de I’Espace
Remarque : x est appelé abscisse, y est appelé ordonnée et z est appelé cote.

2) Calcul sur les coordonnées

Les résultats sont identiques & ceux du plan.
On a, par exemple :

— Si A (za;ya;2a4)etsiB(zp;yp; zp) alors :

— — B —TA
— les coordonnées du vecteur AB sont : AB YB — YA
ZB — ZA
~ les coordonnées du milieu I du segment [AB] sont : [ (£attn vatvs . zaten)
a a
~Siw [ b |etsiw [ ¥ | alors:
c d
a—+ad
— les coordonnées de u + v sont : w + v | b+
c+c
kxa
— Si k est un réel, les coordonnées du vecteur k7w sont : k7 kxb
kxc
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Exercice : Soit A (3;1;5) et B (0;5; 4) dans le repére (O; 77 ?)

1. Placer ces points dans le repére.

2. Calculer les coordonnées du milieu I de [AB] et du vecteur AB.

3. Quelles sont les coordonnées du point M de la droite (AB) dont la cote est 2?7

3) Colinéarité, coplanarité

Meéthode :
— — o, e . P . ” — —
— Deux vecteurs « et v non nuls sont colinéaires si et seulement si il existe un réel k tel que v = kv'.
. —_— —> —_— — o .. . . o . .
— Trois vecteurs w, v et w (tels que w et v non colinéaires) sont coplanaires si et seulement si il existe
. — — —
deux réels a et b tels que w =aw +bv.
Il s’agit donc, grace aux coordonnées des vecteurs, de trouver ces réels pour montrer la colinéarité ou la
) )
coplanarité.

Remarque : Dans ’Espace, il n’existe pas de propriété simple équivalente & celle des « produits en croix » de
coordonnées pour des vecteurs colinéaires du plan.

Definition :

on appelledéterminant des vecteurst, v et w le déterminant :

XU XV XW
det(u,vwW=|y ¥ VY,
ZU ZV Z\N

Proprieté

« W est unecombinaison linéairede Ui et v ssidet(T,v,w)=0
« A, B, C, D coplanaires s?AD est une combinaison linéaire @8 et AC donc

SSi det(ffB,KC,Kf)) =0.

Proprieté
Soit (O,i, j,k) un repére de I’espace

Deus vecteurs u(x,,y,,z,) et v(x,.Y,,z,) Sontcolinéaire si et seulement si

XX
z

X, X,

u Y

" Vl=xz,-2,x,=0 €l = =x2,-2,%=0 el g = =Xy, - y,X =0

u \
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. - N —
Exercice résolu : Dans un repére (O; 1

A(4;0;0) B (0; 3;0) C (0;0;6) et M(l;%;%)
On note I le milieu de [AC] et L le point tel que 3BL = BC.

— c 1 .
7 k) de I’Espace, on considére les points :

|

1. Déterminer les coordonnées de I et de L.
2. Montrer que les points A, M et L sont alignés.
3. Montrer que les points A, B, C et M sont coplanaires.

ﬁolution : \

1. I est le milieu de [AC] donc : T (4£2; 950 0463 soit I (25 0; 3).
On note L (z1; yr; 21).

Xy — 0 0
— —
Ona:BL | yp—3 | etBC | —3
L — 0 6
3$L =0
— —
En coordonnées, I’égalité 3BL = BC' devient donc : < 3 (y, —3) = —3.
3ZL =6
rr, = 0
Donc, aprés calcul : ¢y, =2 donc L (0; 2; 2).
Z], =2
-3 —4
— —
2.AM [ 3 | et AL | 2
; :
2

Les points A, M et L sont alignés si et se_ul)ement si les vecteurs AM et AL sont colinéaires, c’est-a-
dire s’il existe un réel k tel que AM = kAL.

—4k =-3 k=2
—
En coordonnées, on obtient : < 2k = % soit ¢ &k = % donc : AM = %AL.
2k 3 k=3

Par suite, les points A, M et L sont alignés.

3. 11 faut d’abord montrer que les points A, B et C' ne sont pas alignés.

—4 —4
—_— —
AB 3 et AC 0
0 6
—_— —
Les points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires, c’est-a-dire
— —
s’il existe un réel k tel que AB = kAC.
—4k =-4
En coordonnées, on obtient : ¢ 0 =3 , ce qui est impossible.
6k =0

Par suite les points A, B et C' ne sont pas alignés.

Dans ce cas, les points A, B, C et M sont coplanaires si et seulement si il existe deux réels a et b
— —_— —

tels que : AM = aAB + bAC.

—4a —4b = -3
En coordonnées, on obtient : < 3a = %
6b 3

La deuxiéme équation donne a = % et la derniére équation donne b = %. Reste a vérifier la premiére

équation : —4 x 3 —4x 1 =-2-1=-3
\ Cette équation est vérifiée donc les points A, B, C' et M sont coplanaires. J
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II) Distance, orthogonalité

1) Distance entre deux points dans un repére orthonormé

Propriété :

N
On se place dans un repére (O; 77 k) orthonormé.

)

a

. — 2
1. Si le vecteur u a comme coordonnées b |, alors sa norme est :

Cc

|7 = Va2 + b2 + c2

2. SiA(za;ya; za)etsi B (zp;yp; 2p) alors :

AB = \/(l’B —24)° + (yp —ya)? + (25 — 24)

Démonstration (du 1.)

—
Soit M le point de I'Espace tel que @ = OM. On pourra se reporter a la figure 5.

Le repére étant orthonormal, le triangle OM M’ est rectangle en M’. D’aprés le théoréme de
PYTHAGORE, on a : OM? = OM'? + MM".

ettt
Or, MM' = ¢k donc MM"? = 2.
De plus, le triangle OPM’ est rectangle en P , donc : OM'?> = OP? + PM"2.
oY — 2 2 7 — 2 2
Or, OP =a7v donc OP® =a” et PM' =0y donc PM'* = b~.
On obtient donc : OM? = a? + b + 2.
_ —
Donc, ||| = HOMH =O0OM = va?+b%+ 2.

Remarque : La deuxiéme partie de la propriété se prouve en remarquant simplement que AB = HA—B)H et que
. B — XA
AB | ys—wya
ZB — ZA

2) Relation d’orthogonalité de deux vecteurs

Propriété (admise) : On se place dans un repére orthonormé.
/

a a
— — / : :
Les vecteurs u b et v b sont orthogonaux si et seulement si :
/
c c

aa +bb +cd =0
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III) Représentations paramétriques d’une droite de I’Espace

1) Définition

L

On se place dans un repére (O; 7 7,

) de I’Espace.

Q

Soit D une droite passant par un point A (z4; ya;za) et de vecteur directeur 0 b

o

—
M (z; y; z) est un point de D si et seulement si il existe un réel ¢ tel que AM = t.

En passant aux coordonnées, on obtient :

T —Ta=at
y—ya="bt
z—2zZpa=ct

c’est-a-dire

r=x+at
y=ya+0bt
z=2z4+ct

Définition : On appelle représentation paramétrique ou syst d’équations paramétriques de la droite D
a
par un point A (x4; ya;za) et de vecteur directeur 0 b | le systeme :
c
r=xp+at
y=1ya+bt avec t € R
z=2za+ct
Le réel t est appelé paramétre.

Remarques :

1. Un point M est sur D si et seulement si il existe un réel ¢ tel que les coordonnées de M vérifie le
systéme d’équations paramétriques de D.

r=x9+ at
2. Réciproquement, si la droite A admet comme équation paramétriqueq y = yo + 8t , cette droite
z=2z0+"t
@

B
~

passe par le point My (z¢; yo; 20) et admet comme vecteur directeur K

3. Pour obtenir une représentation paramétrique du segment [AB], il suffit de prendre comme vecteur
directeur 1@ , comme point de la droite le point A et de prendre ¢t € [0; 1].

4. Pour obtenir une représentation paramétrique de la demi-droite [AB), il suffit de prendre comme
vecteur directeur AB, comme point de la droite le point A et de prendre ¢ € [0; +0o0].

TelmidTice.com
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IV ) Equation cartésienne d’un plan

Définition .

Un vecteur normal 7 & un plan P est un vecteur non nul dont la direction est orthogonale a P.

Soit A un point d'un plan P et # un vecteur normal
aP.
On a, pour tout point M du plan P,

S

AM-7i =0 |
P . . f A/
Réciproquement, si M est un point de I'espace tel que

AM-7 =0, alors MeP On a donc le résultat suivant : P

Propriété .  (Caractérisation d'un plan P)

Le plan P qui passe par A et qui est orthogonal a 7 est I'ensemble des points M de |'espace tel que :

AM-7i=0

Exercice 1

Dans un repére orthonormal (O; veci, J, k) on donne A(1;2;3) et 7i(1;—3;1). Trouver une équation du plan
P qui passe par A et qui est orthogonal a 7.

Solutions :
Soit M(x;y;2) €P on a alors :

AM-7i=0e> (x-1)-3(y—-2)+(2-3) =0 <> x—3y+2+2=0

P a donc pour équation

xX-3y+z+2=0

( Théoréeme J

Dans un repére orthonormal (0;7,7,k), tout plan P admet une équation (dite cartésienne) de la
forme :
ax+by+cz+d=0

avec a, b, ¢ réels non tous nuls et d réel.
De plus le vecteur 7i(a; b; c) est normal 3 P

Gililatal = (el = g a TelmidTice.com
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Preuve
Notons A(xo; yo; 20) un point de P et 7i(a; b;c) un vecteur normal a P, alors on a :

M(x;y;z)eP<=>AT4~ﬁ:0

a(x—xp)+b(y—yo)+clz—29) =0 ax+by+cz—axg—byy—czp=0
En posant d = —axo — byy — czpon obtient le résultat désiré

Remarques :

~+ Notons que I'équation d'un plan n’est pas unique. En effet si P: x+y+2z=1 alors P a aussi pour équation
2x+2y+2z=2.

~> Quelques cas particuliers :
Le plan (Oxy) a pour équation z=0, en effet O(0;0;0) € (Oxy) et k(0;0;1) est normal a ce plan, ainsi :

O—I\;I-EZO@ZZO

De la méme maniére les plans (Oxz) et (Oyz) ont respectivement pour équation y=0 et x=0.
Enfin le plan P passant par les points A(a;0;0), B(0; b;0) et C(0;0;c) a pour équation :

exercice 2
On donne les équations cartésiennes de deux plans :
P:x—4y+7=0

Q:x+2y-z+1=0
1. Montrer que ces plans sont sécants. On note d leur droite d'intersection.

2. Déterminer un vecteur directeur de d.
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Solutions :

1. Les plans P et Q sont soit sécants soit paralléles.
Le vecteur 7(1;—4;0) est normal 3 P et le vecteur n'(1;2;—1) est normal a Q.
On a P//Q < 7 et n' sont deux vecteurs colinéaires. Existe-t-il un réel k tel que :

n=kn

Si c’était le cas on aurait k=1 et 2k = —4, ce qui est absurde, ainsi les vecteurs 7i et 1’ ne sont pas
colinéaires, par conséquent les plans P et Q ne sont pas paralléles, P et Q sont donc sécants selon
une droite d.

2. SiM(x;y;2)€d, alors Me PNQ, par conséquent les coordonnées de M vérifient le systéme suivant :

{ x—4y+7=0
X+2y-z+1=0

Posons y =t, il vient :

x=4t-7 x=4t-7
y:t — y:t
z=41r-7+2t+1 zZ2=6r—6

On a pu exprimer les coordonnées d'un tel point M en fonction d'un paramétre ¢, on dit qu'il s'agit
d'une équation paramétrique de la droite d.

Pour t=0, alors A(=7;0;—6) est un point de la droite d. Considérons le vecteur ii(4;1;6)

Le systéme ci-dessus se réécrit :

X+7=4t
z—(—6) =6t

Ainsi ii est colinéaire 3 AM, par conséquent @i est un vecteur directeur de d.

[ Théoréeme J

Deux plans P et Q sont orthogonaux si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.
Deux plans P et Q sont paralléles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont colinéaires.

[ Corollaire j

Soit deux plans P et Q d’'équations
P:ax+by+cz+d=0 e Q:dx+by+cz+d =0

1. P//Q < (a,b,c) et (a',b,c") sont proportionnels.

2. PLQ<ad +bb' +cc =0.

TelmidTice.com
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Preuve
1. P/IQ < fi(a; b;c) = kn'(a; b'; ¢')

2.PLQe=iilneii-n=0 ada +bb +cc’ =0

Exercice 3

Quelle est I'équation générale d'un plan paralléle au plan (xOy)?

Solutions :
Le plan (xOy) a pour équation z=0 et le plan P cherché a une équation du type :

ax+by+cz+d

D’aprés le corollaire précédent on sait que (a, b, c) et (0,0,1) sont proportionnels, donc a=0 et b=0, par
conséquent le plan P a une équation du type (avec ¢ #0) :

d
cz+d:0<:>z:—;

Exercice 4

Quelle est I'équation générale d'un plan perpendiculaire au plan (xOy)?

Solutions :
Soit P un tel plan avec 7i(a; b; ¢) un vecteur normal, il a donc une équation de la forme :

ax+by+cz+d=0
Mais (xOy) a pour équation z =0 et donc pour vecteur normal 7/(0;0;1), donc d’aprés le corollaire on a :
fi-n'=0<0a+0b+c=0<c=0

D’oul le plan P a une équation de la forme :

ax+by+d=0

V') les poisitions relatives de droites et de plans

TelmidTice.com
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1) Intersection d’une droite et d’un plan

Considérons un plan P d'équation
ax+by+cz+d=0

et une droite d dont on connait une représentation paramétrique :

X=at+xo
y=Ppt+yo ou reR
Z=Yt+2

Il n'existe que trois possibilités :

1. la droite et le plan n'ont qu'un point commun, la droite et le plan sont dits sécants,

2. la droite est incluse dans le plan,

3. la droite et le plan n'ont aucun point commun.

.

P

C'est le premier cas qui nous intéresse, pour cela supposons que le vecteur normal 7i(a; b;c) au plan P et
le vecteur directeur Zi(a;B;y) ne sont pas orthogonaux (comme dans les cas deux et trois), ainsi P et d sont
sécants en un point A.

On cherche alors les coordonnées de A en résolvant I'équation suivante (d'inconnue ¢) :

a(at+xo) + b(Br+ yo) +c(Yt+2z9) =0

i.e (en factorisant par t) :
tlaa+bp+cy)=—x0—Yo— 2o

Comme on a supposé 7i-ii #0, on peut diviser par ax+ bp + cy #0 et on obtient :

_“X~Yo— %
aoc+ bp +cy

Gililatal = (el = g a TelmidTice.com
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Finalement, en remplacant dans le systéme de représentation paramétrique de d, on trouve les coordonnées de
A. Mais obsevons sur un exemple....

Exercice :
x=t-1

Soit P:2x—z=0etd:{ y=-3¢ ol teR.
z=2

Déterminer les coordonnées du point A=Pnd.

Solutions :
Soit 71(2;0;—1) un vecteur normal de P et #i(1;—3;0) un vecteur directeur de d, assurons nous que le point

A existe :
n-u=2#0

Par conséquent A existe nous pouvons déterminer ces coordonnées, en résolvant |I'équation suivante :
20t-1)-2=0=2t-2-2=0=t=2

Ainsi, en remplacant dans le systéme paramétrique de d on obtient A(2—1;-3: times2;2) i.e A(1;—6;2).

2) Intersection de deux droites

On donne deux droites d et d’ dont on connait les représentations paramétriques :

X =of+ Xg

a4 y=pt+y ol teR
z=Yt+2z
x=ot' +x

d': y=p't'+ ol teR
z=Y't'+ 27

d et d’ sont deux droites de |'espace. Il n'existe que deux possibilités :

1. il n'existe aucun plan contenant ces deux droites, elles sont dites non coplanaires,

d/

2. il existe un plan contenant ces deux droites, elles sont dites coplanaires (elles sont alors sécantes ou
paralléles dans ce plan).
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d/

) ///////d
P d P _—

deux droites sécantes deux droites paralléles

On résout alors le systéme (qui peut ne pas avoir de solutions) (d'inconnues ¢ et t') :

x=at+xp=0a't' +x;

Bt+yo=p"t'+n
Yit+zo=Yt'+2

Exercice
On donne A(1;-1;0), B(0;—1;1), C(3;-2;0) et D(2;-3;3).
Etudier |'intersection des droites (AB) et (CD).

Solutions :

AB(=1;0;1) est un vecteur directeur de (AB) par conséquent la droite (AB) admet la représentation para-
métrique suivante :

x=-t+1
(AB):{ y=-1 telR
z=1

CD(=1;—1:3) est un vecteur directeur de (CD) par conséquent la droite (CD) admet la représentation
paramétrique suivante :

x=-t'+3
CD):q y=—1'-2 reRr
z=3t'
On résout le systéme :
—t+1=-1t'+3 —t=-t'+2=142=3=>1t=-3
-1=-t'-2 —1{ ¢=-1
t=3¢ t=3t'=-3

La troisiéme équation est compatible avec les deux premiéres, nous pouvons donc affirmer :
1. le systéme admet une solution, donc les droites ont une intersection non vide, elles sont coplanaires.

2. Le systéme admet une unique solution qui est le couple (#;¢") = (=3;-1) donc les droites sont sécantes
en un point A, dont on obtient les coordonnées en remplacant ¢ ou ¢ dans |'une des représentations
paramétriques de d ou d' :

A(4;-1;-3)

TelmidTice.com
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3) Intersection de deux plans

On considére deux plans sécants P et Q d'équations cartésiennes respectives :
P:ax+by+cz+d=0  ou Q:a'x+by+cz+d =0

P et Q sont deux plans de I'espace. Il n'existe que trois possibilités :

1. les plans ont un point commun et sont distincts, alors ils sont sécants suivant une droite passant par ce
point, (ainsi deux plans distincts qui ont deux points communs sont sécants suivant la droite définie par
ces deux points)

2. les plans sont confondus,

3. ils n'ont aucun point commun.

Q

Lorsque les deux plans sont sécants, on peut alors récupérer le systéme de représentation paramétrique de
la droite d'intersection en utilisant une des trois coordonnées comme paramétre et en résolvant le systéme.

Exercice
Donner une représentation paramétrique de la droite d définie, intersection des plans P et Q d’équations
respectives :

P:2x+y-2z-2=0 et Q:x+3y+7z-11=0
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Solutions :
On peut (méme si |'énoncé de I'exercice suggére que la droite d existe) s'assurer que P et Q sont sécants.

7(2;1;—1) est un vecteur normal de P et n'(1;3;7) est un vecteur normal de Q, P et Q sont sécants si
et seulement si i et n’ ne sont pas colinéaires, si cétait le cas, alors on aurait 7 = kn’, dans ce cas on
aurait : )

2=k et1=3=k:,'k:§

ce qui absude, donc P et Q sont deux plans sécants.
Comme 2x+y—2z-2=0= y=2x+2z+2, ainsi :

x+32x+z+2)+7z2-11=0<—7x+10z2-5=0<—=2z=-0,7x+0,5

Et du coup :
y=2x-0,7x+0,5+2=0,3x+2

En posant x = t, on obtient :

xX=t
d:{ y=0,3t+2 rer
z=-0,7t+0,5
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